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บทนํา 
แคลคูลัสแบบเศษสวนเปนวิธีการคาํนวณอนพุนัธและอนิทิกรัลท่ีลาํดับสามารถเปนเลขเศษสวนหรอืเลขเชิงซอน คณิตศาสตร

แขนงนี้มีมานานกวา 300 ปแลว  แตคณิตศาสตรแขนงนี้เพิง่จะเริ่มมีบทบาทในทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรม เมื่อไมนานมานี้ โดยไดมี
การนาํไปการประยกุตใชงานในหลาย ๆ ดาน  เชน คุณสมบัติของของที่มคีวามหนืด  และคลืน่สนามไฟฟา เศรษฐศาสตรเชิงปริมาณ และ
ระบบพลวัตรที่ไมเปนเชิงเสนเพราะการคาํนวณโดยทฤษฎีนี้สามารถอธิบายระบบไดละเอยีดมากกวาการคาํนวณทีล่ําดับเปนแบบเลข
จํานวนเต็ม  นยิามที่เกี่ยวของของแคลคูลัสแบบนี้มหีลายนิยามดวยกนั เชน นิยามของ รีมาน รอูีลวิลี่ (Riemann-Louville) นิยามของกุลวาด 
เล็ทนคิอฟ (Grunwald-Letnikov) นิยามของคาปโูต (Caputo) เปนตน  คณติศาสตรของแคลคลูัสจะแบงออกเปนสองสวน คือ สวนของ
อนพุนัธ (Differential) และสวนของอินทิกรลั (Integral)โดยที่สวนของอนพุนัธจะเปนการอธิบายอัตราการเปลีย่นแปลงของฟงกชัน่เมือ่
ลิมิตของคาตัวแปรมีคาเขาใกลศนูย สวนอนิทิกรลัจะเปนบทกลับของการหาอนพุนัธโดยเปนการหาคาฟงกชั่นหลักจากคาอนพุนัธซ่ึง
สามารถพิจารณาไดในรูปของพืน้ท่ีใตกราฟในการหาอนพุนัธโดยทั่วไปลาํดับจะเปนเลขจาํนวนเต็ม เชน การหาอัตราการเปลีย่นแปลงของ
ระยะทางตอเวลาจะเปนความเร็ว ซึ่งจะเปนอนพุนัธลาํดบัท่ีหนึ่งของฟงกชัน่ระยะทาง  และการหาอัตราการเปลีย่นแปลงความเร็วตอเวลา
จะเปนความเรงซึ่งจะเปนอนพุนัธลําดบัที่สองของฟงกชัน่ระยะทางตอเวลาและเปนอนพุนัธลําดับที่หนึ่งของความเร็วตอเวลา 

 

การประยุกตใชงาน 
แคลคูลัสเปนวิธีการคาํนวณอัตราการเปลี่ยนแปลงของฟงกชั่นที่แบงออกไดเปนสองแบบคือการหาอนพุนัธและการอินทิเกรท 

การหาอนพุนัธเปนการพจิารณาอัตราการเปลี่ยนแปลงทีพ่จิารณาจากสวนเล็ก ๆ สวนการอนิทิเกรทรวมสวนเล็ก ๆ เขาไวซึ่งเปนสวนกลับ
ของการหาอนพุนัธ  แคลคูลัสมีบทบาทอยางมากในการคาํนวณทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรม โดยท่ัวไปในการคํานวณทีใ่ชแคลคลูัสจะ
ใชลาํดบัของอนพุนัธท่ีมีคาเปนเลขจาํนวนเต็ม  เชน  อัตราการเปลีย่นแปลงของระยะทางตอเวลาจะเปนความเรว็และเปนอนพุนัธลําดับที่
หนึ่งของระยะทางเทียบกับเวลา  และอัตราการเปลี่ยนแปลงความเร็วตอเวลาก็จะเปนความเรงและเปนอนพุนัธลาํดับท่ีหนึ่งของความเร็ว
เทียบกับเวลา และเปนอนพุนัธลาํดับที่สองของระยะทางเทียบกับเวลาดวยเชนกนั   ในทางทฤษฎีแลวการคาํนวณสามารถพิจารณาไดที่
ลําดับของอนพุนัธมีคาเปนเลขเศษสวนหรือเปนจาํนวนจตินภาพ  แนวคิดนี้มีมานานแลวตั้งแตเริ่มมีการพฒันาคณิตศาสตรของแคลคูลัส
แตไมไดมีการนาํมาใชกนัแพรหลาย  วิธีการคาํนวณแคลคูลัสโดยพจิารณาลาํดับเปนเศษสวนนัน้เพิง่จะเริ่มมีการสนใจนาํมาใชเมื่อไมนาน
มานี ้  สําหรับการนาํมาประยุกตใชในการคาํนวณเพราะการคาํนวณนัน้สามารถใหรายละเอียดไดมากกวาการคาํนวณโดยอาศัยวิธหีาคา
กลาง (Interpolation) หรือวิธีการประมาณคาแนวโนม (Extrapolation) หรือการประมาณคา (approximation) หลักการทางคณิตศาสตรหรือ
แคลคูลัสของลําดับที่เปนเศษสวนไมใชเรื่องใหม แตการประยุกตใชงานกับทฤษฎีหรือทางฟสิกสและวิศวกรรมเริ่มมีการนาํมาใชเมื่อไม
นานมานี้ เชน การประมวลผลสญัญาณ (Digital Signal Processing) หรือ ทรรศนศาสตรของแสง (Optics) ทฤษฎีระบบควบคุม (Control 
Theory) การประมวลสัญญาณ (Signal Processing) การอธิบายการแพรโดยการซึมผาน (Diffusion) และคุณสมบตัคิวามยืดหยุนและความ
หนืดของสาร (Viscoelastic) รวมทั้งการประยุกตใชงานในอีกหลายสาขา แคลคูลัสแบบเศษสวนสามารถนาํมาใชอธิบายระบบที่ไมเปนเชิง
เสน (nonlinear system) เชน การแกวงของวงจรไฟฟา (oscillation) ไดละเอียดที่ลาํดบัของอนพุนัธมีคาเปนเศษสวน การประยกุตใช
แคลคูลัสแบบเศษสวนในการอธิบายระบบที่เปนพลวัตร (dynamical system) จะสามารถอธบิายคาตาง ๆ ท่ีเกีย่วของกับระบบได เชน 
เสถียรภาพ (stability) การลูเขาหรือลูออกจากจุดท่ีคงที่ (convergence of fixed point) เสนทางเดินหรือวงโคจรของระบบ (trajectory) ได
ละเอียดมากขึน้ พฒันาการของคอมพวิเตอรทําใหสามารถประยุกตวิธีการคาํนวณทฤษฎขีองแคลคูลัสที่ลาํดับเปนเศษสวนไดโดยอาศัยการ
คํานวณเชิงตัวเลข (Numerical method) การคาํนวณโดยอาศยัคอมพวิเตอรสาํหรับทฤษฎีแคลคูลัสท่ีลาํดับเปนเศษสวนนัน้ผลลพัธหรือ
คําตอบทีไ่ดจากการคาํนวณนัน้สามารถใหขอสรุปใหม ๆ สําหรับการนาํไปประยุกตใชงาน   



ท่ีมาของทฤษฎี 
ทฤษฎีแคลคูลัสท่ีลาํดับเปนเศษสวนนัน้เริ่มขึน้มาในสมยัเดียวกันกับแคลคูลสัแบบดั้งเดิมที่ลําดบัเปนจาํนวนเต็ม โดยเริ่มมาจาก

คําถามของนักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส โฮสปตอล (L’Hospital) ถามถึงไลซนซิ (Leibniz) นักคณติศาสตรชาวเยอรมนัวาถาอนพุนัธมีลาํดับ
เปนเศษสวน เชน 1/2 จะมีความหมายอยางไร?  ไลซนิซ ตอบวา"ในการคาํนวณจะเกิดขอขัดแยงซึ่งวนัหนึง่จะมีประโยชน" นยิามที่
เกี่ยวของกับคณิตศาสตรของแคลคูลัสที่ลําดับเปนเศษสวนนัน้มหีลายแบบและมีการพฒันาเรื่อยมาตลอดระยะเวลากวาสามรอยป  
ในป 1819 นักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส ลาครองก (S.F. Lacroix)ไดเริ่มจากนิยามของอนพุนัธ   สําหรับเลขจาํนวนเตม็และสามารถเขียนให
อยูในรูปทั่วไปไดในเทอมของแฟคทอเรี่ยล (factorial) และฟงกชั่นแกมมา (Gamma function)ในป 1823 อาเบล (Niels Henrik Abel)ได
ประยุกตใชแคลคูลสัที่ลําดับเปนเศษสวนกับการหาคาํตอบของปญหาการหารูปแบบของการเคลื่อนทีข่องลูกปดลงมาตามลวดทีข่ึงใน
แนวตั้งโดยไมมีความเสียดทานโดยปญหาจะเกี่ยวของกบัระยะเวลาสัน้ท่ีสดุในการลืน่ลงมาตามลวดซึ่งเปนปญหาในวิชาแคลคูลัสของการ
เปลี่ยนแปลง (Variation Calculus) นยิามแรกของ ลีอูวลิล่ี (Liouville)ไดเริ่มจากผลลัพธของอนพุนัธท่ีเขยีนใหอยูในเทอมทั่วไปสาํหรับ
ลําดับใด ๆ  โดยฟงกชั่นท่ีพจิารณานัน้เขียนไดในเทอมของผลรวมของอนุกรมซึ่งมีขอจาํกัดที่ลําดับของอนพุนัธจะจาํกัดอยูเฉพาะกับ
อนุกรมที่มีการลูเขา  ตอมา อรีิค รัซเวล เลอฟ  (Eric Russel Love) ไดนิยามอินทิกรัลในรูปของลําดับที่เปนจิตนภาพ และสามารถเขียนให
อยูในรูปของการหาอนพุนัธและอนิทริกรัลของลาํดับใด ๆ เมื่อสวนท่ีเปนจาํนวนจริงมีคามากกวาศนูย ในกรณีท่ีสวนทีเ่ปนจาํนวนจรงิมีคา
เปนศนูย ฟรานซิส เฮช นอทโอเวอร (Francis H. Northover) ไดอธิบายวาจากนิยามของไลมาน ลีอูลวิลลี ่ (Riemann-Liouville definition) 
สามารถเขยีนไดในเทอมของการแปลงฟเูรยีร (Fourier transform) จากลาํดับท่ีเปนจิตภาพ     
 

การคํานวณที่เกี่ยวของ 
เม่ือไมนานมานี้ไดมีการนาํทฤษฎนีีไ้ปประยุกตใชกับงานวิจยัทางวิทยาศาสตรและวิศวกรรมและมีการจัดประชุมวิชาการรวมทั้ง

การเสนอบทความทางวิชาการที่เก่ียวของกับวิธีการคาํนวณโดยอาศัยแคลคลูัสแบบเศษสวนเพิม่ขึ้น โดยใชประยุกตในการอธิบายหรือ
สรางแบบจาํลองของระบบที่ไมเปนเชิงเสนซึ่งสามารถอธิบายไดในรูปของสมการเชิงอนพุนัธ (Differential Equation) สําหรับสมการเชิง
อนพุนัธท่ีอธิบายระบบที่ไมเปนเชิงเสนนัน้  ถาสมการไมสามารถหาผลเฉลยโดยวิธีการวเิคราะหได เชน การอินทิเกรทเพือ่หาผลลัพธ
โดยตรงก็สามารถหาผลเฉลยไดจากการคาํนวณเชิงตัวเลข (Numerical method) ในการคาํนวณโดยวิธีการเชิงตัวเลขสาํหรับสมการเชิง
อนพุนัธท่ีลาํดับเปนเศษสวนสามารถทําไดหลายวธีิ โดยวิธีการคาํนวณเชิงตัวเลขทีน่ยิมใชสําหรับการคาํนวณที่ลาํดับเปนเศษสวนนัน้ 
นอกจากวิธีการคาํนวณโดยอาศัยวิธีการวิเคราะหและวิธกีารเชิงตัวเลขแลว   ก็สามารถอาศยัการแปลงลาปลาส (Laplace transform) ให
สมการทีอ่ยูในโดเมนของเวลา มาอยูในรูปของโดเมนความถี่   ผลเฉลยของสมการอนพุนัธท่ีลําดับเปนเศษสวนนัน้จะสามารถเขยีนไดใน
เทอมของฟงกชัน่ทางคณิตศาสตร อยางเชน ฟงกชัน่แกมมา (Gamma function) หรือฟงกช่ันมทิแทก เลฟเฟลอร  (Mittag-Leffler function)
ไดหรอืไฮเปอรจีโอเมตริกฟงกชัน่ (Hypergeometric function)  นอกจากนี้ก็ยังสามารถหาผลเฉลยหรอืคาํตอบของสมการไดจากวิธีการ
แยกออกเปนสวนยอย ๆ อยางเชน วิธอีโดเมีย่นดีคอมโพซิชั่น (Adomian Decomposition method) และวิธีการประมาณคาโดยวิธีกาเลอร
กิน (Garlerkin approximation) 

 

ตัวอยางวิธีการคํานวณ 
กอนที่จะอธิบายตัวอยางการคํานวณแคลคูลัสที่ลาํดับเปนเศษสวน  นัน้มาพิจารณาฟงกชัน่หนึ่งซ่ึงมีเกี่ยวของอยางมากในนิยาม

ของแคลคูลัสแบบเศษสวน  แกมมาฟงกชั่น (Gamma function) เปนฟงกช่ันท่ีขยายนยิามมาจากคาแฟคทอเรยีล (factorial) ซึ่งเปนคาท่ีพบ
มากในเรื่องวิธีการนับและการเรยีงสบัเปล่ียน เชน จาํนวนวิธีการเรียงสลับส่ิงของที่แตกตางกนั 5 ชิ้นจะเทากับ 5!=120 วิธี  คาแฟคทอเรียล
จะมีการกาํหนดขึน้ใชอยูเฉพาะคาทีเ่ปนบวก แตฟงกชั่นแกมมาจะเปนสวนขยายของคาแฟคทอเรียล ฟงกชัน่นี้จะมคีาอยูในชวงที่เปนบวก 
และลบและมคีาเปนอนนัตที่จุด  -2 และ -1 ดังแสดงในรูปที่ 1 

 



นิยามของแกมมาฟงกชั่น สามารถเขยีนไดในเทอมของอนิทิกรัล ไดดังนี ้
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จากอนิทิกรัลนี้จะไดวา ! ( 1)n n= Γ + ซึ่งสามารถนําไปใชหาเทอมทัว่ไปของสัมประสิทธิ์ของการกระจายแบบทวินาม (Binomial 
coefficient) ไดดังนี ้
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ถาจาํไดถึงการกระจายเทอม ( )nx y+ คาสัมประสิทธนีเ้ปนคาคงทีห่นาตัวแปรของการกระจายแบบทวนิาม  กราฟของฟงกชั่น
แกมมาแสดงในรูปจะเหน็วามีคาอยูท้ังในชวงท่ีเปนบวกและชวงที่เปนลบ  คุณสมบัติของฟงกชัน่แกมมาทีน่าสนใจคือถาอนิทิเกรททีละ
สวนสมการที่  (1) ตามนิยาม จะไดวา ( 1) ( )x x xΓ + = Γ ซ่ึงจะไดผลลพัธเปนนิยามคาแฟคทอเรียลดังนี้  

(2) 1 (1) 1 1!
(3) 2 (2) 2 1 2!
(4) 3 (3) 3 2! 3!
...
( 1) ( ) ( 1)! !n n n n n n

Γ = ⋅Γ = =
Γ = ⋅Γ = ⋅ =
Γ = ⋅Γ = ⋅ =

Γ + = ⋅Γ = ⋅ − =

 

จากกราฟจะเหน็วา 
1( )
2

πΓ = และ ( 2)Γ − = ∞  

-3 -2 -1 1 2 3

-10

-5

5

10

 
รูปที่ 1 แสดงฟงกชั่นแกมมา (Gamma function) 

 

สําหรับสัญลักษณของอนพุนัธท่ีแสดงลําดับเปนจาํนวนเตม็ที่ใชในการคาํนวณในปจจุบนันัน้กาํหนดขึน้โดยไลซนซิ  สําหรับ

อนพุนัธอนัดับท่ี 1 จะเขยีนไดดังนี้  
( )df x
dx

  อนพุนัธอนัดับที่ 2 จะเขยีนไดดังนี้  
2

2

( )d f x
dx

 และสาํหรับอนพุนัธลําดับที่ n จะเขยีน

ไดดังนี้
( )n

n

d f x
dx

ซ่ึงความหมายทางกายภาพของอนพุนัธนัน้หมายถงึคาความชันของกราฟและอัตราการเปลี่ยนแปลง 

ในการคาํนวณอนพุนัธแบบเศษสวนของฟงกช่ัน ( )f x สามารถเขยีนแทนไดดวยสัญลักษณดังนี้ ( )xD f xα  เมื่อ α แทน

เลขท่ีเปนเศษสวนหรือเลขเชิงซอน  ซึง่จะสอดคลองกับสญัลักษณที่กําหนดโดยไลซนิซ 
( )n

n

d f x
dx

  เมื่อ n แทนดวย α  



สําหรับนยิามสาํหรบัแคลคูลัสที่ลําดับเปนเศษสวน และเหมาะกับการคาํนวณทางตัวเลข (Numerical method) คือนิยามอนพุนัธ
ของกุลวาด เล็ทนคิอฟ (Grunwald-Letnikov) โดยนยิามพจิารณาไดจากอนพุนัธลาํดับท่ี 1 ของฟงกชั่น ( )y f t=  ดังนี ้

0

( ) ( )( ) lim
h

df f t f t hf t
dt h→

− −′ = =                                                                                                                                         (3) 

โดยอาศยันิยามนี้ จะไดอนพุนัธสาํหรบัลําดับที่ 2 ของฟงกชั่นเปน 
2

2 0

( ) ( )( ) lim
h

d f f t f t hf t
dt h→

′ ′− −′′ = =                                                                                                                                  (4) 

0

1 ( ) ( ) ( ) ( 2 )lim
h

f t f t h f t h f t h
h h h→

− − − − −⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

                                                                                                  (5) 

0

1 ( ) 2 ( ) ( 2 )lim
h

f t f t h f t h
h h→

− − + −⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

                                                                                                                        (6) 

สําหรับอนพุนัธลาํดับท่ี n ของฟงกชัน่จะมีคาเปน 

( )

0 0

1( ) lim ( 1) ( )
n n

n r
n nh r

nd ff t f t rh
rdt h→

=

⎛ ⎞
= = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                                                                                                         (7) 

เมื่อ  
( )
! ( 1)( 2)...( 1)

! ! !
n n n n n n r
r r n r r

⎛ ⎞ − − − +
= =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

 

สําหรับ nα ≤  เราจะได ( ) ( )

0
lim ( ) ( )
h

d ff t f t
dt

α
α α

α→
= =                                                                                                        (8) 

0
( ) lim ( 1) ( ),

n
r

a x h r
D f x h f x rh nh x a

r
α α α−

→∞
=

⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑                                                                                       (9) 

เมื่อ h  เปนชวงเล็ก ๆ ท่ีมีคาเขาใกลคาอนนัต (Infinity) และ α เปนลําดับที่เปนไดท้ังจํานวนเต็มและเศษสวน 

เริ่มจากฟงกชัน่ ( ) nf x x= เมื่อ n  เปนเลขจาํนวนเต็มบวก เราจะไดวาสําหรับอนพุนัธลาํดับที่ m โดยอุปนยัคณติศาสตรเรา
สามารถเขยีนไดเปน 

!
( )!

m
n m

m

d f n x
dx n m

−=
−

เม่ือ n m≥                                                                                                                                        (10) 

ซ่ึงสามารถเขียนในเทอมของแกมมาฟงกชั่นไดดังนี ้

( 1)
( 1)

n
n

n

d x x
dx n

μ
μμ

μ
−Γ +

=
Γ − +

                                                                                                                                                     (11) 

เมื่อ (.)Γ เปนฟงกชัน่แกมมาท่ีใชอธิบายเทอมแฟคทอเรียลในกรณีท่ีเปนเลขที่ไมเปนจาํนวนเต็มเม่ือ ! ( 1)n n= Γ +  



ตัวอยางที่ 1 การหาอนุพนัธแบบเศษสวนของฟงกชัน่ ( ) axf x e= โดยใชนยิามอนพุนัธเศษสวนกุลวาด-เล็ทนิคอฟ ในการคาํนวณ  

( ( ) )

0 0

0 0

0

lim ( 1)

lim ( 1) ( )

lim ( 1)

ax n a x n h

h n

ax n ah n

h n

ax ah

h
ax

D e h e
n

e h e
n

e h e

a e

α
α α α

α
α α

α α

α

α

α

− + −

→
=

− −

→
=

−

→

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

=

∑

∑  

ตัวอยางที่ 2 การหาอนุพนัธแบบเศษสวนของฟงกชัน่ ( ) af x x= โดยใชนยิามอนพุนัธเศษสวนกุลวาด-เล็ทนิคอฟ ในการคาํนวณ 
1 1a aD x ax −= ซึ่งจะพบวาสอดคลองทฤษฎีบทของแคลคูลัสที่ลําดับเปนจํานวนเต็ม  

1

0

!( )
( )!

n
n a a n a n

m

aD x x a m x
a n

−
− −

=

= − =
−∏   เมื่อ Π แทนผลคณู 

( 1)
( 1)

a aaD x x
a

α α

α
−Γ +

=
Γ − +

สําหรับ α ใด ๆ ที่ไมเปนจาํนวนเต็มและ 0 1α< <  

ตัวอยางที่ 3 อนพุนัธแบบเศษสวนของฟงกชัน่ ( ) 1f x = เมื่อ 1/ 2α =   

1/2
0

1(1)xD xπ
=  จากคุณสมบัติของ 

1( )
2

πΓ =  

ตัวอยางที่ 4 อนพุนัธแบบเศษสวนของฟงกชัน่ ( )f x x= เมื่อ 1/ 2α =  
1/2

1/2

2d y x
dx π

=                                                                                                                                                                                  (14) 

ในทฤษฎีแคลคูลัสแบบดั้งเดิมนัน้จะเหน็วาคาอนพุนัธของคาคงที่จะเปนศนูยแตในแคลคูลัสท่ีลําดับเปนเศษสวนนัน้ผลลพัธดัง

ในตัวอยางที่ 3 คาอนพุนัธของ 1 ท่ีลําดบั 1/2 จะมีคาเปน 
1
xπ

 

สรุป 
แคลคูลัสแบบเศษสวนเปนวิธีการคาํนวณอนพุนัธและอนิทิกรัลที่ลาํดับสามารถเปนเลขเศษสวนหรอืเลขเชิงซอน คณิตศาสตร

วิชานีเ้ริ่มขึน้มาในสมัยเดียวกนักับแคลคูลัสแบบที่ลาํดับเปนจาํนวนเต็ม  แตคณิตศาสตรแขนงนี้เพิง่จะเริ่มมีบทบาทในทางวิทยาศาสตร
และวิศวกรรมเมื่อไมนานมานี้จากการนาํไปการประยุกตใชงานในหลายสาขา นอกจากนยิามที่ยกมาแสดงในตวัอยางขางตนก็ยังมนีิยาม
ของนกัคณิตศาสตรอืน่ ๆ อีกไดแกนิยามแบบของรีมานต (Riemann) และนยิามของคาปโูต (Caputo) ท่ีผูสนใจสามารถหารายละเอียด
เพิ่มเติมไดจากบรรณานุกรม การศึกษาวิธีการคาํนวณโดยวิธนีี้สามารถนาํมาประยุกตใชงานไดในอีกหลายสาขาและสามารถประยกุตใช
งานไดอีกหลายเรื่องในหลายสาขา 
บรรณานุกรม 
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